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Pogojna tvegana vrednost in optimizacija portfeljev
Povzetek
V delu diplomskega seminarja z naslovom Pogojna tvegana vrednost in optimizacija
portfeljev je predstavljen pristop optimizacije portfelja na podlagi minimizacije mere
tveganja portfelja, imenovane pogojna tvegana vrednost. Cˇeprav definicija ome-
njene mere tveganja sloni na definiciji mere tveganja, imenovane tvegana vrednost,
pa vendarle velja, da tehnika pristopa optimizacije portfelja na podlagi minimiza-
cije pogojne tvegane vrednosti portfelja ne potrebuje predhodne dolocˇitve vrednosti
tvegane vrednosti portfelja. Optimizacija portfelja, natancˇneje delezˇev nenegativnih
pozicij posameznih financˇnih instrumentov v portfelju, se prevede na minimizacijo
konveksne zvezno odvedljive funkcije, s pomocˇjo katere dobimo pripadajocˇi vrednosti
pogojne tvegane vrednosti in tvegane vrednosti portfelja. Funkcija vsebuje integral
skupne gostote verjetnosti donosnosti financˇnih instrumentov. Za uporabo na kon-
kretnih podatkih zato uporabimo eno izmed tehnik vzorcˇenja iz vrednosti trzˇnih
spremenljivk za predpisani portfelj, s tem aproksimiramo prej omenjeni integral in
optimizacijo prevedemo na problem linearnega programiranja.
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Abstract
In the diploma seminar thesis entitled Conditional Value at Risk and portfolios
optimization, a portfolio optimization approach based on the minimization of the
portfolio risk measure, called the Conditional Value at Risk, is presented. Although
the definition of the above-mentioned risk measure is based on the definition of the
risk measure, called the Value at Risk, the technique of the portfolio optimization
approach based on minimization of the Conditional Value at Risk of the portfolio
does not require the calculation of the Value at Risk of the portfolio beforehand.
The optimization of the portfolio, more precisely, the shares of the non-negative
positions in individual financial instruments in the portfolio, is transformed to the
minimization of a convex and continuously differentiable function, through which
the values of the Conditional Value at Risk and the Value at Risk of the portfolio are
obtained. The function contains an integral of the joint probability density function
of financial instruments returns. To use the approach on concrete data, we use one
of the sampling techniques from the values of the portfolio related market variables,
approximate the beforementioned integral and transform the optimization problem
into the problem of linear programming.
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1. Uvod
Financˇno tveganje investitorjem ob nestanovitnosti na trgih preprecˇuje doseganje
donosov v toliksˇni meri, kot bi si zˇeleli oziroma zastavili, zato so sanje vsakega inve-
stitorja oblikovati portfelj, ki bi kljub nestanovitnosti na trgih ustvarjal donose ali
v najslabsˇem primeru minimalne izgube. Ocˇitno je, da se tveganju pri investiranju
ne moremo izogniti, lahko ga le omejimo do dolocˇene mere. Zaradi teh dejstev je v
sodobnem cˇasu pomembnost problema oblikovanja portfelja, s katerim bi bili izpo-
stavljeni cˇim manjˇsemu financˇnemu tveganju, vedno vecˇja.
Pri oblikovanju portfelja, ki bi bil optimalen glede na dolocˇena merila, se nam po-
rodijo smiselna vprasˇanja, ki kljucˇno vplivajo na zahtevnost omenjenega problema,
ustreznost in smiselnost rezultatov ter njihovo interpretacijo. Nekatera izmed teh
vprasˇanj so: katere predpostavke o portfelju in trzˇnih parametrih je smiselno pri-
vzeti, kako zastaviti problem optimizacije portfelja, kaj oziroma katero lastnost op-
timizirati, da bo imel portfelj minimalno tveganje ipd. Kot odgovor na taksˇna
vprasˇanja so se v sodobnem cˇasu zacˇeli uveljavljati pristopi, ki izkoriˇscˇajo dolocˇene
matematicˇne lastnosti portfelja, ter tako z optimizacijo oblikujejo portfelj, ki je op-
timalen glede na dolocˇena merila ob danih predpostavkah.
Zacˇetki sodobnih pristopov optimizacije portfeljev segajo v leto 1952, ko je eko-
nomist Harry Markowitz objavil matematicˇni pristop optimizacije portfeljev, pri ka-
terem se ob dolocˇitvi stopnje sˇe sprejemljivega tveganja, ki je podano kot varianca
donosov portfelja, maksimizira pricˇakovani donos portfelja. Kljucˇna ideja pristopa
je, da oceno tveganja in pricˇakovanega donosa financˇnega instrumenta v portfelju ne
izracˇunamo posebej, ampak na nacˇin, ki izracˇuna, koliko vsak instrument prispeva
k skupnemu tveganju in pricˇakovanemu donosu portfelja. Ta dogodek je zabelezˇen
kot zacˇetek sodobne teorije portfeljev [17].
Novejˇsi pristopi optimizacije portfeljev so sledili v smeri minimizacije tveganja ve-
likih izgub portfelja in delujejo na principu optimizacije dolocˇene mere tveganja. Kot
posledica oblikovanja takih pristopov so se zacˇele oblikovati razlicˇne mere tveganja.
Med njimi najbolj uveljavljena je mera tveganja imenovana tvegana vrednost (angl.
Value at Risk, VaR), ki se sˇe danes najvecˇ uporablja pri optimizaciji in v dolocˇilih
regulatorjev. Cˇeprav je ta mera zelo mocˇno zakoreninjena na financˇnem podrocˇju,
pa vendarle velja, da nima najlepsˇih matematicˇnih lastnosti. Kot njena alternativa
se je oblikovala mera imenovana pogojna tvegana vrednost (angl. Conditional Va-
lue at Risk, CVaR), za katero pa velja, da ima zelo lepe matematicˇne lastnosti in
velja za bolj konsistentno mero tveganja kot VaR. Kljub boljˇsi konsistentnosti, se
CVaR ni mocˇno uveljavila na podrocˇju financ, pridobiva pa na veljavi na podrocˇju
zavarovalniˇstva [5].
Delo diplomskega seminarja zacˇnemo s poglavjem, v katerem opiˇsemo financˇni
instrument, portfelj in njegovo optimizacijo. Sledi mu poglavje o upravljanju s
financˇnimi tveganji in merah tveganja, v katerem natancˇneje opiˇsemo razumeva-
nje financˇnega tveganja in njegovo definicijo. Tu predstavimo tudi skupino mer
tveganja, imenovano koherentne mere tveganja, ki imajo zadovoljive matematicˇne
lastnosti. Sledita definiciji mer, ki sta pomembni v tem delu, to sta tvegana vre-
dnost (v nadaljevanju VaR) in pogojna tvegana vrednost (v nadaljevanju CVaR)
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ter njune lastnosti. Naslednje poglavje je bistvo tega dela, saj v njem predstavimo
pristop optimizacije portfeljev, ki temelji na optimizaciji mere tveganja CVaR. Ve-
lja namrecˇ, da imajo portfelji z nizko vrednostjo mere CVaR posledicˇno tudi nizko
vrednost VaR. Najpomembnejˇsa lastnost opisanega pristopa je, da omogocˇa optimi-
zacijo mere CVaR, ne da bi bilo pred tem potrebno izracˇunati vrednost mere VaR,
na kateri sloni definicija mere CVaR. Nam pa pristop omogocˇa socˇasno optimiza-
cijo mere CVaR in izracˇun vrednosti mere VaR, v kolikor potrebujemo njeno vre-
dnost. Pristop je primeren za uporabo v investicijskih podjetij, borznoposredniˇskih
druzˇbah, vzajemnih skladih in drugih podjetjih, ki izvajajo vrednotenje tveganja.
Ideja pristopa je predpisati minimalni pricˇakovani donos portfelja ter minimizirati
njegovo tveganje na podlagi mere CVaR. V njem bo tveganje portfelja definirano
kot tveganje velikih izgub portfelja. Pristop vodi k resˇevanju stohasticˇnega optimi-
zacijskega problema. Za resˇevanje taksˇnega problema obstaja veliko numericˇnih al-
goritmov, ki jih lahko kombiniramo z analiticˇnimi metodami ali metodami na osnovi
simulacij. Izkazˇe se, da pri resˇevanju stohasticˇnega optimizacijskega problema, ki ga
kombiniramo z metodami na osnovi simulacij, pri vecˇjem sˇtevilu financˇnih instru-
mentov pogosto pride do resˇevanja s pomocˇjo linearnega programiranja.
Opisu novega pristopa sledi primerjava pristopov optimizacij portfelja na kon-
kretnih ameriˇskih podatkih, v katerih primerjamo pristopa minimizacije CVaR-a
portfelja in minimizacije variance portfelja, ki izvira iz Markowitzove teorije port-
feljev. Za na konec pa sledi sˇe implementacija na konkretnih evropskih podatkih.
Podatke smo pridobili na spletni strani [24].
2. Portfelj, njegova sestava in optimizacija
2.1. Financˇni instrument. Ob besedi financˇni instrument najprej pomislimo na
financˇne instrumente v ozˇjem pomenu besede, kot so delnice, obveznice, opcije, ter-
minske pogodbe idr., cˇeprav pojem financˇni instrument obsega veliko vecˇ kot le to.
Najlazˇje je financˇne instrumente razdeliti v dve skupini, in sicer med gotovinske
instrumente (angl. cash instruments) in izvedene financˇne instrumente (angl. de-
rivative instruments). Razlika med omenjenima skupinama je v tem, da vrednost
instrumentov v prvi skupini neposredno dolocˇajo trgi, medtem ko pri drugi skupini
instrumenti dobijo vrednost glede na vrednosti in znacˇilnosti enega ali vecˇ osnovnih
instrumentov, na katerega so vezani. Ti instrumenti so lahko sredstva, indeks ali
obrestna mera [10].
Z besedo financˇni instrument opredeljujemo vse pravne dogovore oziroma po-
godbe, ki imajo monetarno vrednost [13]. Mednarodni racˇunovodski standardi IAS
32.11 (angl. International Accounting Standards IAS 32.11) opredeljujejo financˇni
instrument kot ‘vsako pogodbo, ki povzrocˇa financˇno sredstvo pri enem subjektu in
financˇno obveznost ali kapitalski instrument pri drugem subjektu’ [16].
V Sloveniji Zakon o trgu financˇnih instrumentov (ZTFI, [27]) opredeljuje financˇni
instrument kot:
• prenosljive vrednostne papirje,
• instrumente denarnega trga,
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• enote kolektivnih nalozˇbenih podjemov,
• opcije, terminske pogodbe, posle zamenjave in druge izvedene posle v zvezi z
vrednostnimi papirji, valutami, obrestnimi merami ali donosi kot osnovnimi
instrumenti ali druge izvedene financˇne instrumente, financˇne indekse ali
druga financˇna merila, ki jih je mogocˇe poravnati bodisi s prenosom osnov-
nega instrumenta bodisi z denarnim placˇilom,
• in druge.
2.2. Portfelj in njegova optimizacija. Posamezniki, podjetja in druge institu-
cije svoje prihranke investirajo v razlicˇne financˇne instrumente, saj s tem poskusˇajo
preprecˇiti izgubljanje vrednosti denarja v cˇasu. Skupek investicij, ki jih oblikujejo,
imenujemo portfelj. Portfelj je torej nabor financˇnih instrumentov ali nalozˇb, kot so
delnice, obveznice, izvedeni financˇni instrumenti, denar idr. Oblikujejo jih posame-
zniki, investicijska podjetja, drzˇave in druge financˇne institucije. Cˇeprav so portfelji
v lasti investitorjev, ti upravljanje svojih portfeljev pogosto prepustijo specializira-
nim institucijam.
Oblikovanje investitorjevega portfelja temelji na njegovih nalozˇbenih ciljih, cˇa-
sovnem okviru investiranja ter odnosu do tveganja. Vsak racionalen investitor si
zˇeli cˇim manjˇse tveganje svojega portfelja, zato premozˇenja ne bo investiral v eno
nalozˇbo, ampak ga bo razprsˇil med vecˇ razlicˇnih nalozˇb in tako poskrbel, da bo priˇslo
do ucˇinka diverzifikacije portfelja in s tem do zmanjˇsanja tveganja, ki ga prevzema
ob investiranju.
Ker monetarna vrednost vsake nalozˇbe vpliva na razmerje med tveganjem in do-
nosom portfelja, bi v splosˇnem vsak racionalen investitor zˇelel ob dolocˇanju ustrezne
porazdelitve sredstev v portfelju maksimizirati njegov pricˇakovani donos ter hkrati
minimizirati tveganje. Seveda sta si ti dve zahtevi nasprotni, saj viˇsji pricˇakovani do-
nos ponavadi zahteva tudi viˇsje tveganje, zato pri optimizaciji izbiramo med dvema
mozˇnostma, in sicer, ali predpiˇsemo pricˇakovani donos in minimiziramo tveganje,
ali pa predpiˇsemo tveganje in maksimiziramo pricˇakovani donos [19].
Optimizacija portfelja je torej proces izbire delezˇev pozicij v razlicˇnih financˇnih
instrumentih, ki jih bomo imeli v portfelju, na nacˇin, da bo dobljeni portfelj naj-
boljˇsi glede na dolocˇena merila [20].
3. Upravljanje s financˇnimi tveganji in mere tveganja
Upravljanje s financˇnimi tveganji oziroma obvladovanje financˇnih tveganj je po-
drocˇje, ki se osredotocˇa na to, kdaj in kako za zmanjˇsevanje tveganja uporabiti
financˇne instrumente. Za doseganje zastavljenih ciljev pri obvladovanju financˇnih
tveganj, moramo najprej izvesti opredelitev virov tveganja (s pomocˇjo analize fi-
nancˇnega trga in posameznih financˇnih instrumentov), na podlagi katerih lahko
nato izvedemo meritev teh virov (na podlagi financˇnih porocˇil, borznih tecˇajev), na
koncu pa poiˇscˇemo nacˇine za njihovo resˇevanje in izvedemo presojo o njihovi ustre-
znosti [12].
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3.1. Financˇno tveganje. Financˇno tveganje je krovni izraz za vecˇ vrst tveganj,
povezanih z nestanovitnostjo razmer na financˇnem trgu. Financˇna teorija razume
tveganje kot porazdelitev prihodnjih neznanih rezultatov investiranja zaradi gibanja
financˇnih spremenljivk. Za financˇnega investitorja je pomembno gibanje rezultatov
(npr. dobicˇkov) iz trgovanja s financˇnimi instrumenti, saj ga na koncu obdobja
investiranja zanima, ali je dosegel pricˇakovani rezultat. To pomeni, da je potrebno
spremljati tako pozitivne, kot tudi negativne odmike, saj so oboji viri tveganja. S
tem se namrecˇ povecˇa mozˇnost uravnavanja rezultata ter povecˇa verjetnost tocˇnosti
pricˇakovanega rezultata v primerjavi z dejanskim oziroma dosezˇenim [25].
Tveganje je izraz, ki se pogosto uporablja za izrazˇanje negativnih tveganj, kar v
financah pomeni negotovost glede poplacˇila (kreditno tveganje) in mozˇnost za fi-
nancˇno izgubo (trzˇno tveganje).
V tem delu diplomskega seminarja financˇno tveganje interpretiramo kot tveganje
velikih izgub, to pomeni, da tveganje predstavlja le levi rep porazdelitve donosov
portfelja. Cˇe slucˇajna spremenljivka Z predstavlja donos portfelja, lahko definiramo
slucˇajno spremenljivko izgube portfelja Y kot Y = −Z. To pomeni, da bo tveganje
predstavljalo desni rep porazdelitve slucˇajne spremenljivke Y .
3.2. Mere tveganja. Mere tveganja se v financah uporabljajo za dolocˇanje vre-
dnosti sredstev, ki jih je treba hraniti v rezervi. Namen te rezerve je sprejemanje
tveganj s strani financˇnih institucij, ki so sprejemljiva glede na dolocˇila regulatorja,
za kritje morebitnih vecˇjih izgub [22].
V matematicˇni teoriji je mera tveganja opredeljena kot preslikava iz prostora in-
tegrabilnih slucˇajnih spremenljivk L v mnozˇico R ∪ {∞}. V splosˇnem vsaka mera
tveganja nima primernih matematicˇnih lastnosti, zato je v tem delu predstavljena
skupina mer tveganja, za katere recˇemo, da imajo zadovoljive matematicˇne lastno-
sti. Taksˇne mere tveganja imenujemo koherentne mere tveganja.
Naj bo L prostor integrabilnih slucˇajnih spremenljivk na ustreznem verjetnostnem
prostoru in naj Y, Y1 in Y2 predstavljajo slucˇajne spremenljivke izgub portfeljev,
torej {Y, Y1, Y2} ⊆ L. Mera tveganja ψ : L → R ∪ {∞} je koherentna mera
tveganja, cˇe zanjo velja:
• normiranost:
ψ(0) = 0,
• tranzitivna invariantnost:
ψ(Y + a) = ψ(Y ) + a,
kjer je a ∈ R gotova izguba netveganega portfelja A,
• monotonost:
ψ(Y1) ≤ ψ(Y2),
cˇe je Y1 ≤ Y2,
• subaditivnost:
ψ(Y1 + Y2) ≤ ψ(Y1) + ψ(Y2),
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• pozitivna homogenost:
ψ(λ Y ) = λ ψ(Y ),
cˇe je λ > 0.
Vecˇ o koherentnih merah tveganja najdemo na spletnem naslovu [8].
Lastnosti koherentne mere tveganja imajo v kontekstu tveganja portfelja dolocˇeno
interpretacijo. Lastnost normiranost pove, da prazen portfelj ne prinasˇa tveganja.
Cˇe imamo netvegan portfelj A, ki ustvarja gotovo izgubo v viˇsini a ∈ R, nam lastnost
tranzitivna invariantnost pove, da je mera tveganja vsote slucˇajne spremenljivke iz-
gube portfelja in gotove izgube a enaka meri tveganja slucˇajne spremenljivke izgube
portfelja, povecˇani za gotovo izgubo a. Cˇe je vrednost ene slucˇajne spremenljivke
izgube portfelja vedno vecˇja ali enaka kot druga, sledi iz monotonosti, da enako
velja tudi za njuni meri tveganja. Lastnost subaditivnost opiˇse pojem diverzifika-
cije portfelja, torej, mera tveganja vsote slucˇajnih spremenljivk izgub portfeljev je
manjˇsa ali enaka vsoti mer tveganj slucˇajnih spremenljivk izgub portfelja. Lastnost
pozitivna homogenost pa pove, da cˇe sorazmerno povecˇamo oz. zmanjˇsamo pozicije
v portfelju z nenegativno konstanto, je ucˇinek na tveganje enak, kot cˇe bi s to kon-
stanto pomnozˇili mero tveganja slucˇajne spremenljivke izgube zacˇetnega portfelja.
Lastnosti subaditivnost in pozitivna homogenost lahko nadomestimo z lastnostjo
konveksnosti, saj v primeru, ko je λ ∈ [0, 1], velja
ψ(λ Y1 + (1− λ) Y2) ≤ λ ψ(Y1) + (1− λ) ψ(Y2).
V splosˇnem recˇemo, da je preslikava ψ mera tveganja, cˇe zadosˇcˇa prvim trem
izmed nasˇtetih lastnosti koherentne mere tveganja. Velja, da varianca in standardni
odklon nista meri tveganja, saj ne zadosˇcˇata niti lastnosti tranzitivne invariantno-
sti, niti monotonosti. Zato recˇemo, da sta meri standardni odklon in varianca meri
odstopanja tveganja (angl. deviation risk measure) [22].
3.3. Tvegana vrednost. Tvegana vrednost (angl. Value at Risk, VaR) je mera
tveganja nalozˇb, ki ocenjuje viˇsino potencialne izgube portfelja glede na dane trzˇne
razmere v dolocˇenem cˇasovnem obdobju. VaR uporabljajo podjetja in regulatorji
v financˇni industriji, da ocenijo obseg sredstev, ki so potrebna za morebitno kritje
izgub v dolocˇenem cˇasovnem obdobju [26].
Za izpeljavo matematicˇne definicije mere tveganja VaR naj bo β ∈ (0, 1) dana
stopnja zaupanja. VaR slucˇajne spremenljivke Y s stopnjo zaupanja β je enak naj-
manjˇsi vrednosti y, pri kateri je verjetnost, da izguba v dolocˇenem cˇasovnem obdobju
ni presegla praga y, najmanj β:
VaRβ(Y ) = inf{y ∈ R : P (Y ≤ y) ≥ β}.
VaR ima sˇtiri glavne rabe v financah. Uporablja se pri obvladovanju tveganj,
financˇnem nadzoru, financˇnem porocˇanju in izracˇunavanju regulatornega kapitala.
Problem te mere tveganja je v tem, da nima ravno najlepsˇih matematicˇnih lastnosti.
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Velja namrecˇ, da VaR nima lastnosti subaditivnosti in zato v splosˇnem ni koheren-
tna mera tveganja. Izkazˇe se tudi, da je VaR portfelja tezˇko optimizirati, kadar je
izracˇunan s pomocˇjo simulacijskih metod. Velja tudi, da ima lahko VaR kot funk-
cija pozicij portfelja v razlicˇnih financˇnih instrumentih vecˇ lokalnih ekstremov, kar
je glavna ovira pri ugotavljanju optimalne strukture portfelja. Kljub pomanjkanju
pomembne lastnosti, ki privede do ucˇinka diverzifikacije portfelja, je VaR v praksi
sˇe vedno najbolj uporabljena mera tveganja [5].
3.4. Pogojna tvegana vrednost. Pogojna tvegana vrednost (angl. Conditional
Value at Risk, CVaR), imenovana tudi pricˇakovani primanjkljaj (angl. Expected
shortfall, ES), povprecˇna tvegana vrednost oz. povprecˇni VaR (angl. Average Value
at Risk, AVaR) ali pricˇakovana izguba repa (angl. Expected Tail Loss, ETL), je
mera tveganja, ki je nastala kot alternativna mera za VaR. V financah se uporablja
na podrocˇjih merjenja financˇnega tveganja in za ocenjevanje trzˇnega in kreditnega
tveganja portfelja.
CVaR pri stopnji zaupanja β ∈ (0, 1) je definiran kot pricˇakovana izguba portfelja
v najslabsˇih 100(1 − β) % primerih, kar pomeni, da se mera CVaR osredotocˇa le
na vrednosti v ustreznem repu porazdelitve. Cˇe Y predstavlja izgubo portfelja, je
CVaR dolocˇen na desnem repu porazdelitve Y [9].
Matematicˇna definicija mere CVaR za slucˇajno spremenljivko Y je pri dani stopnji
zaupanja β ∈ (0, 1) enaka pogojnemu matematicˇnemu upanju izgube, pod pogojem,
da le-ta presezˇe VaRβ(Y ), kar zapiˇsemo kot
CVaRβ(Y ) = E[Y |Y ≥ VaRβ(Y )].
Za CVaR se izkazˇe, da je vedno koherentna mera tveganja. Iz definicije obeh mer
pa opazimo, da je CVaRβ(Y ) ≥ VaRβ(Y ).
3.5. Lastnosti mer tveganja VaR in CVaR. Lastnosti mer tveganja se lahko
oblikujejo v smislu preferencˇnih struktur v odvisnosti od dominacijskih relacij.
Naj bo L prostor integrabilnih slucˇajnih spremenljivk na ustreznem verjetnostnem
prostoru in naj bodo Y, Y1 in Y2 slucˇajne spremenljivke, ki predstavljajo izgubo
portfelja.
Dominacijske relacije so:
• stohasticˇna dominacija reda 1 (angl. stohastic dominance of order 1):
recˇemo, da relacija
Y1 ≺SD(1) Y2
drzˇi, cˇe velja
E[ϕ(Y1)] ≤ E[ϕ(Y2)]
za vse integrabilne monotone funkcije ϕ,
• stohasticˇna dominacija reda 2 (angl. stohastic dominance of order 2):
recˇemo, da relacija
Y1 ≺SD(2) Y2
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drzˇi, cˇe velja
E[ϕ(Y1)] ≤ E[ϕ(Y2)]
za vse integrabilne konveksne monotone funkcije ϕ,
• monotona dominacija reda 2 (angl. monotonic dominance of order 2):
recˇemo, da relacija
Y1 ≺MD(2) Y2
drzˇi, cˇe velja
E[ϕ(Y1)] ≤ E[ϕ(Y2)]
za vse integrabilne konveksne funkcije ϕ.
Za nasˇtete relacije veljata trivialni posledici:
Y1 ≺SD(1) Y2 =⇒ Y1 ≺SD(2) Y2
in
Y1 ≺SD(2) Y2 ⇐= (Y1 ≺SD(1) Y2 in Y1 ≺MD(2) Y2).
3.5.1. Lastnosti mere VaR. Mera tveganja VaR ima naslednje lastnosti [3]:
• normiranost:
VaRβ(0) = 0,
• tranzitivna invariantnost: cˇe a ∈ R, potem
VaRβ(Y + a) = VaRβ(Y ) + a,
• pozitivna homogenost: cˇe je λ > 0, potem je
VaRβ(λ Y ) = λ VaRβ(Y ),
• velja:
VaRβ(Y ) = −VaR1−β(−Y ),
• monotonost glede na stohasticˇno dominacijo reda 1:
cˇe je
Y1 ≺SD(1) Y2,
potem je
VaRβ(Y1) ≤ VaRβ(Y2).
3.5.2. Lastnosti mere CVaR. Mera tveganja CVaR ima naslednje lastnosti [3]:
• normiranost:
CVaRβ(0) = 0,
• tranzitivna invariantnost: cˇe a ∈ R, potem je
CVaRβ(Y + a) = CVaRβ(Y ) + a,
• pozitivna homogenost: cˇe je λ > 0, potem je
CVaRβ(λ Y ) = λ CVaRβ(Y ),
• cˇe ima slucˇajna spremenljivka Y gostoto, velja
E[Y ] = (1− β) CVaRβ(Y )− β CVaR1−β(−Y ),
• konveksnost: cˇe je λ ∈ [0, 1], potem je
CVaRβ(λ Y1 + (1− λ) Y2) ≤ λ CVaRβ(Y1) + (1− λ) CVaRβ(Y2),
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• monotonost glede na stohasticˇno dominacijo reda 1:
cˇe je
Y1 ≺SD(1) Y2,
potem je
CVaRβ(Y1) ≤ CVaRβ(Y2),
• monotonost glede na monotono dominacijo reda 2:
cˇe je
Y1 ≺MD(2) Y2,
potem je
CVaRβ(Y1) ≤ CVaRβ(Y2).
Vecˇ o dominacijskih relacijah in lastnostih mer VaR in CVaR najdemo v [3].
4. Iskanje portfelja z najnizˇjim CVaR-om
Pristop k optimizaciji, ki je temelj tega dela diplomskega seminarja, minimizira
CVaR portfelja, socˇasno pa nudi tudi izracˇun pripadajocˇe vrednosti mere VaR.
Taksˇen pristop je zelo blizu pristopom, ki pri optimizaciji portfelja minimizirajo
vrednost VaR, kot je mogocˇe opaziti iz definicij mer VaR in CVaR. Tehnika pri-
stopa minimizacije CVaR-a portfelja pa ima sˇiroko uporabo, saj nudi prirocˇno pot
za vrednotenje
• linearnih in nelinearnih financˇnih instrumentov (opcije, terminske pogodbe
oz. posli),
• trzˇnega, kreditnega in operativnega tveganja,
• mnogih okoliˇscˇin v podjetjih, ki so izpostavljena tveganju.
Poglavja o opisu in uporabi pristopa minimizacije CVaR-a portfelja ter primer-
java omenjenega pristopa s pristopom minimizacije variance portfelja na konkretnih
ameriˇskih podatkih, so povzeta iz cˇlanka [5].
Naj f(x, y) predstavlja funkcijo izgube portfelja x. Tukaj je vektor x ∈ Rn vektor
pozicij v portfelju iz mnozˇice portfeljev X ⊆ Rn in y ∈ Rm slucˇajni vektor trzˇnih
spremenljivk, ki lahko povzrocˇijo izgubo. Komponente vektorja x dolocˇi investitor
s tem, ko izbere svoj portfelj. Slucˇajni vektor y predstavlja trg in investitor nanj ne
more vplivati. Mozˇne so tudi druge interpretacije vektorjev x in y.
Za vsak x ∈ X je f(x, y) slucˇajna spremenljivka, ki ima porazdelitev v R od-
visno od porazdelitve vektorja y. Za poenostavitev bomo na tem mestu vkljucˇili
predpostavko, ki pravi, da je slucˇajni vektor y porazdeljen zvezno s skupno gostoto
verjetnosti p(y). Izkazˇe se, da taksˇna predpostavka ni nujna, dovolj je, da s pomocˇjo
algoritma, ki generira slucˇajne vzorce vektorja y, izvedemo simulacijo in tako do-
bimo aproksimacijo za njegovo porazdelitev.
Glavno vlogo v obravnavanem pristopu optimizacije portfelja nosi mera tveganja
CVaR, poleg tega pa pristop vsebuje tudi izpeljavo formul za izracˇun pripadajocˇe
vrednosti mere VaR. Zaradi narave omenjenih mer najprej definiramo funkcijo, ki
predstavlja verjetnost, da izguba f(x, y) portfelja x ne presega praga α. Oznacˇimo
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jo z Ψ(x, α) in definiramo kot
(1) Ψ(x, α) =
∫
f(x,y)≤α
p(y)dy.
Velja, da je Ψ(x, α) kot funkcija α pri danem portfelju x porazdelitvena funkcija iz-
gube portfelja x. Smiselno je opozoriti, da med argumenti funkcije Ψ(x, α) vektorja
y ne navajamo, saj predstavlja lastnost trga in ne nasˇe odlocˇitve.
Spet zaradi poenostavitve dodamo predpostavko, da je funkcija Ψ(x, α) zvezna
povsod, kar v splosˇnem ne velja, saj vemo, da je porazdelitvena funkcija nepadajocˇa,
zvezna z desne, z levimi limitami itd. Tako se izognemo dolocˇenim tezˇavam pri ma-
tematicˇni izpeljavi. Dodatna predpostavka ni prevecˇ omejujocˇa, velja namrecˇ, da
zveznost funkcije Ψ(x, α) pogosto sledi iz lastnosti funkcije izgube f(x, y) in skupne
gostote verjetnosti p(y).
S pomocˇjo pravkar definirane funkcije Ψ(x, α) lahko izpeljemo formuli za meri
tveganja VaR in CVaR slucˇajne spremenljivke izgube portfelja x s predpisano sto-
pnjo zaupanja β ∈ (0, 1), ki ju oznacˇimo z αβ(x) in φβ(x). Njuni formuli sta enaki
(2) VaRβ(x) = αβ(x) = min{α ∈ R : Ψ(x, α) ≥ β}
in
(3) CVaRβ(x) = φβ(x) =
1
1− β
∫
f(x,y)≥αβ(x)
f(x, y)p(y)dy.
V formuli (2) se izkazˇe, da je vrednost αβ(x) levo krajiˇscˇe nepraznega intervala,
ki sestoji iz vseh vrednosti α, za katere je Ψ(x, α) = β. To sledi iz dejstva, da je
Ψ(x, α) zvezna in nepadajocˇa v spremenljivki α. V formuli (3) pa je verjetnost,
da je f(x, y) ≥ αβ(x), enaka 1 − β. Od tod sledi, da je φβ(x) enaka pogojnemu
matematicˇnemu upanju izgube, pod pogojem, da je izguba vecˇja ali enaka αβ(x).
Glavna ideja obravnavanega pristopa je karakterizacija funkcij αβ(x) in φβ(x) s
pomocˇjo funkcije Fβ(x, α) na X × R, definirane kot
(4) Fβ(x, α) = α +
1
1− β
∫
y∈Rm
[f(x, y)− α]+p(y)dy,
kjer je
[t]+ =
{
t, cˇe t > 0,
0, cˇe t ≤ 0.
Kljucˇna lastnost funkcije Fβ(x, α) pod zgoraj omenjenimi privzetki je konveksnost,
ki je kljucˇna lastnost pri optimizaciji, saj nam onemogocˇa, da bi bil lokalni minimum
razlicˇen od globalnega. Preostale lastnosti in posledice karakterizacije so predsta-
vljene v naslednjem izreku.
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Izrek 4.1. Fβ(x, α) je kot funkcija α konveksna in zvezno odvedljiva funkcija. CVaR
portfelja x ∈ X je dolocˇen s formulo
(5) φβ(x) = min
α∈R
Fβ(x, α).
V tej formuli je mnozˇica tistih α, za katere je minimum dosezˇen, imenovana
(6) Aβ(x) = argmin
α∈R
Fβ(x, α),
in je enaka nepraznemu zaprtemu omejenemu intervalu (morda zozˇenemu v eno
tocˇko). VaR portfelja x ∈ X je dan kot
(7) αβ(x) = levo krajiˇscˇe Aβ(x).
Velja tudi:
(8) αβ(x) ∈ argmin
α∈R
Fβ(x, α) in φβ(x) = Fβ(x, αβ(x)).
V dokazu izreka 4.1 bomo uporabili naslednjo lemo.
Lema 4.2. Pri danem x naj bo G(α) =
∫
y∈Rm
g(α, y)p(y)dy, kjer je g(α, y) =
[f(x, y) − α]+. Potem je funkcija G konveksna in zvezno odvedljiva funkcija, ka-
tere odvod je enak
G′(α) = Ψ(x, α)− 1.
Lema sledi iz trditve 2.1 avtorjev Shapiro in Wardi v cˇlanku [6].
Dokaz izreka 4.1. V dokazu izreka bomo najprej uporabili dejstvo, da je funk-
cija Ψ(x, α) zvezna v α. To pomeni, da je verjetnost, da je izguba portfelja x enaka
tocˇno dolocˇeni vrednosti α, enaka 0, oziroma da je
(9)
∫
f(x,y)=α
p(y)dy = 0.
Iz leme 4.2 in definicije funkcije Fβ(x, α) v (4) direktno sledi, da je Fβ(x, α) kon-
veksna in zvezno odvedljiva funkcija z odvodom
∂
∂α
Fβ(x, α) = 1 +
1
1− β [Ψ(x, α)− 1] =
1
1− β [Ψ(x, α)− β].
Zato so vrednosti α, v katerih je dosezˇen minimum funkcije Fβ(x, α) (to so vre-
dnosti, ki so vsebovane v mnozˇici Aβ(x) v (6)), natancˇno tiste, za katere velja
Ψ(x, α) − β = 0. Skupaj tvorijo neprazen zaprt interval, saj je Ψ(x, α) zvezna, ne-
padajocˇa funkcija v α z limito 1, ko velja α −→∞, in limito 0, ko velja α −→ −∞.
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To dokazuje veljavnost izraza (7) za VaR. Posebej potem velja
min
α∈R
Fβ(x, α) = Fβ(x, αβ(x)) = αβ(x) +
1
1− β
∫
y∈Rm
[f(x, y)− αβ(x)]+p(y)dy.
Integral pa je naprej enak ∫
f(x,y)≥αβ(x)
[f(x, y)− αβ(x)]p(y)dy =
=
∫
f(x,y)≥αβ(x)
f(x, y)p(y)dy − αβ(x)
∫
f(x,y)≥αβ(x)
p(y)dy.
Prvi integral v drugi vrstici je enak (1 − β) φβ(x), ob uposˇtevanju (9) pa je drugi
integral v drugi vrstici enak 1−Ψ(x, αβ(x)). Poleg tega velja Ψ(x, αβ(x)) = β. Zato
sledi
min
α∈R
Fβ(x, α) = αβ(x) +
1
1− β [(1− β) φβ(x)− αβ(x) (1− β)] = φβ(x).
To potrjuje veljavnost formule (5) za CVaR in s tem je izrek dokazan. 
Formule v izreku 4.1 pokazˇejo izjemno uporabnost, saj zvezno odvedljivo in kon-
veksno funkcijo zlahka numericˇno minimiziramo. Iz formul v izreku 4.1 opazimo
tudi, da za izracˇun vrednosti CVaR ni potrebno predhodno dolocˇiti vrednosti VaR,
cˇeprav definicija sloni na njem. Seveda ga lahko po potrebi izracˇunamo, v kolikor
potrebujemo njegovo vrednost.
Integral v definiciji (4) za Fβ(x, α) lahko aproksimiramo na razlicˇne nacˇine. En
prirocˇen nacˇin je s pomocˇjo vzorcˇenja vrednosti y iz njihove skupne gostote p(y). Z
vzorcˇenjem dobimo realizacije y1, y2, ..., yq in tako dolocˇimo ustrezno aproksimacijo
funkcije Fβ(x, α) kot
(10) F β(x, α) = α +
1
(1− β) ·
1
q
q∑
k=1
[f(x, yk)− α]+.
Funkcija F β(x, α) je konveksna in odsekoma linearna v α. Tudi tako funkcijo zlahka
minimiziramo, cˇeprav ni odvedljiva v α.
Pomembnost izreka 4.1 in gledanje na VaR in CVaR skozi formule v njem nam
nadgradi naslednji izrek.
Izrek 4.3. Iskanje portfelja x ∈ X z najmanjˇso vrednostjo CVaR je ekvivalentno
minimizaciji funkcije Fβ(x, α) glede na vse (x, α) ∈ X × R v smislu, da je
(11) min
x∈X
φβ(x) = min
(x,α)∈X×R
Fβ(x, α).
Torej je v tocˇki (x∗, α∗) dosezˇen minimum funkcije na desni natanko takrat, ko je
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v tocˇki x∗ dosezˇen minimum funkcije na levi in je α∗ ∈ Aβ(x∗). Cˇe je Aβ(x∗) le
ena tocˇka (kot je tipicˇno), minimizacija Fβ(x, α) po vseh (x, α) ∈ X ×R dolocˇi par
(x∗, α∗), tako da x∗ minimizira CVaR in je α∗ ustrezen VaR. Poleg tega je Fβ(x, α)
konveksna glede na (x, α) in φβ(x) konveksna glede na x, ko je f(x, y) konveksna
glede na x. Cˇe so sˇe omejitve portfeljev take, da je sˇe X konveksna mnozˇica, se
minimizacijski problem prevede na problem konveksnega programiranja.
Dokaz. Veljavnost izraza (11) je enostavna posledica formule za φβ(x) v izreku
4.1 in dejstva, da lahko minimizacijo funkcije Fβ(x, α) glede na (x, α) ∈ X × R
izvedemo tako, da najprej minimiziramo po α ∈ R pri fiksnem x in nato rezultat
minimiziramo po x ∈ X.
Utemeljitev konveksnosti se zacˇne z opazko, da je Fβ(x, α) konveksna glede na
(x, α), ko je integrand [f(x, y) − α]+ v formuli (4) za Fβ(x, α) konveksen glede na
(x, α). Za vsak y je ta integrand kompozitum funkcij (x, α) 7→ f(x, y) − α in ne-
padajocˇe konveksne funkcije t 7→ [t]+. Torej po izreku 5.1 v cˇlanku [4] velja, da
je Fβ(x, α) konveksna, ko je konveksna funkcija (x, α) 7→ f(x, y) − α. Slednje je
res, ko je f(x, y) konveksna v x. Konveksnost funkcije φβ(x) sledi iz dejstva, da
minimizacija konveksne realne funkcije dveh vektorskih spremenljivk glede na eno
od spremenljivk vodi do konveksnosti funkcije v ostali spremenljivki. 
Torej nam izrek 4.3 pove, da za dolocˇanje x∗, ki minimizira CVaR, ni potrebno
delati s funkcijo φβ(x), kar bi bilo tezˇko, glede na njeno definicijo, ki vkljucˇuje funk-
cijo αβ(x) in njene matematicˇne lastnosti. Namesto nje raje uporabimo funkcijo
Fβ(x, α), ki je konveksna v spremenljivki α in pogosto tudi v (x, α).
Spet je lahko pristop optimizacije iz izreka 4.3 kombiniran z idejo aproksimacije
integrala v definiciji (4) z F β(x, α) v (10). Konveksnost f(x, y) privede do konve-
ksnosti izraza F β(x, α).
Minimizacija funkcije Fβ(x, α) glede na (x, α) ∈ X×R pade v kategorijo stohasti-
cˇnega programiranja, zaradi prisotnosti matematicˇnega upanja v definiciji Fβ(x, α)
v (4). Torej izrek 4.3 ponudi veliko izbiro pristopov stohasticˇnega programiranja za
minimizacijo vrednosti CVaR. Pristop s simulacijo vrednosti iz skupne porazdelitve
y je le eden izmed njih.
5. Uporaba pristopa minimizacije CVaR-a pri optimizaciji portfelja
VaR in CVaR sta ponavadi definirana v denarnih enotah, vendar bosta tukaj
definirana kot donosnost, izrazˇena v odstotkih. Predpostavimo torej, da obstaja
enolicˇna zveza med denarnimi vrednostmi donosov in donosnostmi. Tako ju defi-
niramo zaradi konsistentnosti, saj bo v nadaljevanju izvedena primerjava pristopa
optimizacije na podlagi vrednosti CVaR s pristopom minimizacije variance iz Mar-
kowitzove teorije.
Predpostavimo, da vektor izbire x predstavlja portfelj financˇnih instrumentov,
tako da je x = (x1, x2, ..., xn), kjer je xj delezˇ vrednosti celotnega portfelja v j-tem
instrumentu, in da velja
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(12) xj ≥ 0 za j = 1, ..., n in
n∑
j=1
xj = 1.
Na tem mestu takoj opazimo, da pogoji v (12) privedejo do konveksnosti mnozˇice
portfeljev X.
Z yj oznacˇimo donosnost instrumenta j in vpeljimo slucˇajni vektor donosov y =
(y1, y2, ..., yn). Porazdelitev vektorja y predstavlja skupno porazdelitev donosnosti
in je neodvisna od x ter ima skupno gostoto verjetnosti p(y).
Donosnost portfelja x je potem enaka vsoti donosnosti posameznih instrumentov
pomnozˇenih z njihovimi delezˇi xj, izguba pa kot negativno predznacˇena vrednost
donosnosti
(13) f(x, y) = −(x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn) = −x>y.
Velja, cˇe je y zvezno porazdeljen slucˇajni vektor, je posledicˇno tudi porazdelitvena
funkcija izgube zvezna slucˇajna spremenljivka.
Glavno vlogo nosi spet funkcija Fβ(x, α), ki je sedaj v obliki
(14) Fβ(x, α) = α +
1
1− β
∫
y∈Rn
[−x>y − α]+p(y)dy.
Poudarimo, da je taka funkcija konveksna kot funkcija α in x. Pogosto je tudi od-
vedljiva v teh spremenljivkah. Zaradi taksˇnih lastnosti ima smisel implementirati
vrednosti VaR in CVaR na podlagi te funkcije, kot smo videli v prejˇsnjem poglavju.
Sedaj naj µ(x) in σ2(x) predstavljata matematicˇno upanje in varianco izgube
portfelja x. Cˇe z m oznacˇimo matematicˇno upanje y in z V variancˇno-kovariancˇno
matriko y, dobimo
(15) µ(x) = −x>m in σ2(x) = x>Vx.
Ocˇitno je µ(x) linearna funkcija x-a in σ2(x) njegova kvadratna forma.
Mnozˇico dopustnih portfeljev X dolocˇimo oziroma omejimo z dodatnim pogojem,
in sicer dopusˇcˇamo samo tiste portfelje, katerih pricˇakovana donosnost je vsaj R ≥ 0.
To pomeni, da dodamo linearni pogoj
(16) µ(x) ≤ −R.
Tako dobimo mnozˇico dopustnih portfeljev enako
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(17) X = {x; x izpolnjuje (12) in (16)}.
Taka mnozˇica X je konveksna in problem minimizacije Fβ(x, α) na X×R se prevede
na konveksno programiranje, kot posledica izreka 4.3.
Naprej lahko integral v funkciji Fβ(x, α) aproksimiramo tako, da vzorcˇimo poraz-
delitev vektorja y, kot smo to naredili v (10). Vzorcˇne vrednosti y1, y2, ..., yq dajo
aproksimacijsko funkcijo
(18) F β(x, α) = α +
1
(1− β) ·
1
q
q∑
k=1
[−x>yk − α]+.
Minimizacija funkcije F β(x, α) na X × R se spet prevede na konveksno programi-
ranje. Ker zaradi nelinearnosti izraza [−x>yk − α]+ funkcija F β(x, α) ni linearna,
lahko z vpeljavo pomozˇnih spremenljivk uk, ki bodo nadomesˇcˇale ta izraz, obravna-
vani minimizacijski problem prevedemo v obliko minimizacije linearne funkcije
α +
1
(1− β) ·
1
q
q∑
k=1
uk
z linearnimi omejitvami (12), (16) in
uk ≥ 0 in uk ≥ −x>yk − α za k = 1, ..., q.
Opazimo, da iz teh pogojev sledi uk ≥ max(0,−x>yk − α). To je problem linear-
nega programiranja. Na tem mestu je potrebno poudariti, da slucˇajni vektor y ne
potrebuje posebne porazdelitve, kot je npr. vecˇrazsezˇna normalna porazdelitev, da
bi znali prevesti problem na linearno programiranje, moramo pa znati vzorcˇiti iz
njegove porazdelitve.
5.1. Primerjava pristopov minimizacije CVaR-a in minimizacije variance
portfelja na ameriˇskih podatkih. V tem razdelku je prikazana primerjava pri-
stopov optimizacije portfelja na podlagi minimizacije vrednosti CVaR, ki je temelj
tega dela diplomskega seminarja, in minimizacije variance portfelja iz Markowitzove
teorije na konkretnih ameriˇskih podatkih, vzetih iz cˇlanka [5].
Moderni pristop k optimizaciji portfelja oziroma Markowitzova teorija temelji na
minimizaciji variance portfelja, ob predhodni predpisani minimalni pricˇakovani do-
nosnosti. To lahko predstavimo kot
min
x∈X
σ2(x).
Tak problem se prevede na resˇevanje s pomocˇjo kvadraticˇnega programiranja.
Naslednja trditev pove, da ob dolocˇenih predpostavkah pristopi optimizacije por-
tfelja na podlagi vrednosti VaR, CVaR ali variance portfelja dajo enak optimalen
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portfelj x∗.
Trditev 5.1. Predpostavimo, da je izguba za vsak x ∈ X porazdeljena normalno,
kar velja, ko je y porazdeljen vecˇrazsezˇno normalno. Cˇe je β ≥ 0,5 in v pogoju (16)
velja enakost, potem v resˇitvah x∗1 in x
∗
2 poljubnih dveh od spodnjih problemov
-min
x∈X
αβ(x)
-min
x∈X
φβ(x)
-min
x∈X
σ2(x)
velja, da sta x∗1 in x
∗
2 enaka, in da je portfelj x
∗ = x∗1 = x
∗
2 optimalen glede na oba
kriterija.
Dokaz. Predpostavki o vecˇrazsezˇni normalni porazdelitvi in β ≥ 0,5 omogocˇata
zapis vrednosti VaR in CVaR kot funkcije pricˇakovane vrednosti in variance kot
(19) αβ(x) = µ(x) + c1(β) σ(x), φβ(x) = µ(x) + c2(β) σ(x),
kjer je
c1(β) =
√
2 erf−1(2β − 1), c2(β) =
{√
2pi exp[erf−1(2β − 1)]2 (1− β)
}−1
,
kjer erf−1 predstavlja inverz funkcije napake, ki je definirana kot
erf(z) =
2√
pi
z∫
0
e−t
2
dt.
Kadar v pogoju (16) velja enakost, lahko pri minimizaciji mnozˇico X nadomestimo
z manjˇso mnozˇico X ′, ki jo dobimo z uposˇtevanjem enakost µ(x) = −R v pogoju
(16). Za x ∈ X ′ velja
αβ(x) = −R + c1(β) σ(x) in φβ(x) = −R + c2(β) σ(x),
kjer sta koeficienta c1(β) in c2(β) pozitivna. Minimizacija katerega koli izmed teh
izrazov po x ∈ X ′ je ekvivalentna minimizaciji σ2(x) po x ∈ X ′.
To pomeni, da cˇe v pogoju (16) velja enakost za katerakoli dva izmed problemov,
predstavljenih v trditvi 5.1, je portfelj x∗, ki minimizira σ(x) za x ∈ X ′, optimalen
glede na oba kriterija. 
Trditev 5.1 omogocˇa primerjavo med pristopoma minimizacije variance in mini-
mizacije CVaR-a portfelja.
V nadaljevanju tega razdelka sledi prikaz uporabe pristopov minimizacije variance
in minimizacije CVaR-a portfelja na konkretnih ameriˇskih podatkih, kjer je bilo izve-
deno vzorcˇenje iz verjetnostne porazdelitve y in uporabljena aproksimacija funkcije
Fβ(x, α), kot je prikazano v (18). Resˇevanje je bilo prevedeno na problem linearnega
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programiranja. Optimizacija portfelja je izvedena na portfelju, sestavljenem iz treh
financˇnih instrumentov, in sicer indeksa S&P 500, portfelja dolgorocˇnih ameriˇskih
drzˇavnih obveznic in portfelja delnic manjˇsih podjetij. Donosnost instrumentov pa
je bila modelirana z vecˇrazsezˇno normalno porazdelitvijo.
Vrednost m predstavlja mesecˇno pricˇakovano donosnost in V variancˇno-kovari-
ancˇno matriko mesecˇnih donosnosti. Zahtevana pricˇakovana mesecˇna donosnost v
pogoju (16) je dolocˇena v viˇsini R = 0,011.
Tabeli 1 in 2 prikazujeta pricˇakovano mesecˇno donosnost izbranih financˇnih in-
strumentov ter njihovo variancˇno-kovariancˇno matriko mesecˇnih donosnosti, oboje
ocenjeno iz zgodovinskih podatkov.
Tabela 1. Pricˇakovane mesecˇne donosnosti izbranih financˇnih instrumentov
Fin. instrument Pricˇakovana donosnost
S&P 500 0,0101110
US obveznice 0,0043532
Delnice podjetij 0,0137058
Tabela 2. Variancˇno-kovariancˇna matrika mesecˇnih donosnosti iz-
branih financˇnih instrumentov
S&P 500 US obveznice Delnice podjetij
S&P 500 0,00324625 0,00022983 0,00420395
US obveznice 0,00022983 0,00049937 0,00019247
Delnice podjetij 0,00420395 0,00019247 0,00764097
V skladu s pristopom minimizacije variance omenjenega portfelja je na podlagi
kvadraticˇnega programiranja pridobljen optimalni portfelj x∗ in njegovi vrednosti
VaR in CVaR. Podatke prikazujeta tabeli 3 in 4.
Tabela 3. Optimalni Markowitzev portfelj x∗ (pridobljen na podlagi
pristopa minimizacije variance portfelja)
S&P 500 US obveznice Delnice podjetij
0,452013 0,115573 0,432414
Tabela 4. VaR in CVaR optimalnega Markowitzovega portfelja x∗
Stopnja zaupanja β = 0,9 β = 0,95 β = 0,99
VaR 0,067847 0,090200 0,132128
CVaR 0,096975 0,115908 0,152977
Ustrezna varianca optimalnega portfelja x∗ je enaka σ2(x∗) = 0,00378529 in kot
je bilo pricˇakovati zaradi minimizacije, je pricˇakovana izguba enaka µ(x∗) = −0,011.
VaR in CVaR portfelja x∗, ki sta predstavljena v tabeli 4, sta izracˇunana na podlagi
formul (19) v dokazu trditve 5.1.
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Rezultate pristopa minimizacije variance portfelja, ki so pridobljeni, lahko pri-
merjamo z rezultati optimizacije portfelja s pomocˇjo minimizacije CVaR-a portfelja,
ki sloni na izreku 4.3. Podatki so prikazani v tabelah 5 in 6. Tukaj minimiziramo
funkcijo Fβ(x, α) glede na vse (x, α) ∈ X × R. Integral v tej funkciji je aproksimi-
ran tako, da je bilo izvedeno vzorcˇenje vektorja donosov y glede na njegovo gostoto
p(y) kot vecˇrazsezˇno normalno porazdelitev N(m,V), tako kot je to prikazano v
(14). Tabeli, ki sledita, se razlikujeta v tem, da je v tabeli 5 za generiranje slucˇajnih
vzorcev uporabljen tip slucˇajnih sˇtevil imenovanih psevdoslucˇajna sˇtevila, ki se upo-
rabljajo pri Monte Carlo simulaciji, medtem ko so v tabeli 6 uporabljena Soboleva
psevdoslucˇajna sˇtevila. Vecˇ o omenjenih tipih slucˇajnih sˇtevil in Monte Carlo simu-
laciji najdete na [21, 18, 23]. S pomocˇjo vzorcˇenja je nato dobljena aproksimacijska
funkcija F β(x, α) kot v (18). Minimizacija te funkcije glede na vse (x, α) ∈ X × R
pa je izvedena s pomocˇjo linearnega programiranja.
Tabela 5. Optimalni portfelj x∗, vrednosti VaR in CVaR pristopa
minimizacije CVaR-a portfelja z uporabo psevdoslucˇajnih sˇtevil
β velikost
vzorca
S&P
500
US ob-
veznice
Delnice
podjetij
VaR CVaR sˇt.
iteracij
cˇas v
min
0,9 1000 0,35250 0,15382 0,49368 0,06795 0,09962 1157 0,0
0,9 3000 0,55726 0,07512 0,36762 0,06537 0,09511 636 0,0
0,9 5000 0,42914 0,12436 0,44649 0,06662 0,09824 860 0,1
0,9 10000 0,48215 0,10399 0,41386 0,06622 0,09503 2290 0,3
0,9 20000 0,45951 0,11269 0,42780 0,06629 0,09602 8704 1,5
0,95 1000 0,53717 0,08284 0,37999 0,09224 0,11516 156 0,0
0,95 3000 0,54875 0,07839 0,37286 0,09428 0,11888 652 0,0
0,95 5000 0,57986 0,06643 0,35371 0,09175 0,11659 388 0,1
0,95 10000 0,47102 0,10827 0,42072 0,08927 0,11467 1451 0,2
0,95 20000 0,49038 0,10082 0,40879 0,09136 0,11719 2643 0,7
0,99 1000 0,41844 0,12848 0,45308 0,13454 0,14513 340 0,0
0,99 3000 0,61960 0,05116 0,32924 0,12791 0,14855 1058 0,0
0,99 5000 0,63926 0,04360 0,31714 0,13176 0,15122 909 0,1
0,99 10000 0,45203 0,11556 0,43240 0,12881 0,14791 680 0,1
0,99 20000 0,45766 0,11340 0,42894 0,13153 0,15334 3083 0,9
Vidimo, da med pristopoma minimizacije variance in minimizacije CVaR-a port-
felja z uporabo psevdoslucˇajnih sˇtevil (Monte Carlo simulacije) v tabelah 3, 4 in 5
ni opaziti vecˇjih odstopanj v vrednostih VaR in CVaR, kar je bilo tudi pricˇakovati
po izreku 5.1 zaradi vecˇrazsezˇne normalne porazdelitve slucˇajnega vektorja y. Prav
tako ni vecˇjih razlik v delezˇih portfelja x∗. Poleg tega velja, da je konvergenca ocen
za CVaR v tabeli 5 k vrednostim v tabeli 4 (po izreku 5.1 je za pricˇakovati podobne
ocene) dokaj pocˇasna. Pocˇasnost konvergence lahko pripiˇsemo vzorcˇenju ocen pri
simulaciji Monte Carlo.
V tabeli 6 z uporabo Sobolevih psevdoslucˇajnih sˇtevil pri minimizaciji CVaR-a
portfelja podatki pokazˇejo boljˇse obnasˇanje. Opaziti je mogocˇe relativno hitro kon-
vergenco k ocenam iz pristopa minimizacije variance v tabelah 3 in 4. Ko velikost
vzorca presezˇe mejo 10000, je mogocˇe opaziti tudi to, da se razlike v vrednostih VaR
20
Tabela 6. Optimalni portfelj x∗, vrednosti VaR in CVaR pristopa
minimizacije CVaR-a portfelja z uporabo Sobolevih psevdoslucˇajnih
sˇtevil
β velikost
vzorca
S&P
500
US ob-
veznice
Delnice
podjetij
VaR CVaR sˇt.
iteracij
cˇas v
min
0,9 1000 0,43709 0,12131 0,44160 0,06914 0,09531 429 0,0
0,9 3000 0,45425 0,11471 0,43104 0,06762 0,09658 523 0,0
0,9 5000 0,44698 0,11751 0,43551 0,06784 0,09664 837 0,1
0,9 10000 0,45461 0,11457 0,43081 0,06806 0,09695 1900 0,3
0,9 20000 0,46076 0,11221 0,42703 0,06790 0,09692 4818 0,6
0,95 1000 0,43881 0,12065 0,44054 0,09001 0,11249 978 0,0
0,95 3000 0,43881 0,12065 0,44054 0,09001 0,11511 407 0,0
0,95 5000 0,46084 0,11218 0,42698 0,09036 0,11516 570 0,1
0,95 10000 0,45723 0,11357 0,42920 0,09016 0,11577 1345 0,2
0,95 20000 0,45489 0,11447 0,43064 0,09023 0,11577 1851 0,7
0,99 1000 0,52255 0,08846 0,38899 0,12490 0,14048 998 0,0
0,99 3000 0,43030 0,12392 0,44578 0,12801 0,15085 419 0,0
0,99 5000 0,45462 0,11457 0,43081 0,13073 0,14999 676 0,1
0,99 10000 0,39156 0,13881 0,46963 0,13288 0,15208 1065 0,2
0,99 20000 0,46065 0,11225 0,42710 0,13198 0,15211 1317 0,5
in CVaR med pristopoma minimizacije variance portfelja in minimizacije CVaR-a
portfelja z uporabo Sobolevih psevdoslucˇajnih sˇtevil v tabelah 4 in 6 razlikujejo za
manj kot 1%.
5.2. Uporaba pristopa minimizacije CVaR-a portfelja na evropskih podat-
kih. V tem razdelku je predstavljena optimizacija portfelja s pomocˇjo pristopa mini-
mizacije CVaR-a portfelja na konkretnih evropskih podatkih, pridobljenih na spletni
strani [24]. Portfelj, ki ga optimiziramo, sestavljajo 10-letna nemsˇka drzˇavna obve-
znica, delnica podjetja Royal Dutch Shell (PLC A) in indeks STOXX Europe 600.
Podatki so pridobljeni za obdobje enega leta, natancˇneje od 1.8.2016 do 1.8.2017.
Za uvoz podatkov, urejanje in izvedbo optimizacije smo uporabili programski jezik
R, kjer za pisanje kode uporabimo razvojno okolje RStudio. Za delo v RStudiu smo
potrebovali pakete: ‘dplyr’ za urejanje tabel [29], ‘MASS’ za izvajanje vzorcˇenja iz
verjetnostne porazdelitve vektorja y (Monte Carlo simulacija) [28] in ‘lpSolve’ za
optimizacijo s pomocˇjo linearnega programiranja [2]. Na tem mestu je potrebno
poudariti, da se nacˇini vzorcˇenja pri evropskih podatkih razlikujejo od nacˇinov pri
ameriˇskih podatkih, namrecˇ tukaj vzorcˇimo s pomocˇjo psevdoslucˇajnih sˇtevil (Monte
Carlo simulacije) in z uporabo bootstrap pristopa. Dodatna razlika je tudi v tem,
da so pri uporabi pristopov na ameriˇskih podatkih cˇasovni intervali za optimizacijo
na mesecˇnem nivoju, medtem ko so tukaj na dnevnem.
Bootstrap pristop oz. ‘bootstrapping’ je v statistiki znan kot pristop, ki temelji
na slucˇajnem vzorcˇenju s ponavljanjem. Ta tehnika omogocˇa oceno vzorcˇne poraz-
delitve skoraj vseh statistik z uporabo slucˇajnih metod vzorcˇenja. Osnovna ideja
je, da si pri dolocˇanju vzorcˇne porazdelitve na osnovi vzorcˇnih podatkov pomagamo
z izvedbo ponovnega vzorcˇenja podatkov iz obstojecˇega vzorca. Vecˇ o bootstrap
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pristopu najdete na spletni strani [7].
Metode Monte Carlo ali Monte Carlo simulacije so sˇirok razred racˇunskih algorit-
mov, ki bazirajo na ponavljajocˇih slucˇajnih vzorcˇenjih za pridobivanje numericˇnih
rezultatov. Glavna ideja te metode je, da za generiranje vzorcev uporablja psev-
doslucˇajna sˇtevila. Vecˇ o Monte Carlo simulaciji in uporabi psevdoslucˇajnih sˇtevil
najdete na spletnih straneh [18] in [21].
Za izvedbo optimizacije smo najprej podatke uvozili v RStudio, jih ustrezno uredili
in izracˇunali dnevne donosnosti glede na viˇsino zakljucˇnih dnevnih cen posameznih
financˇnih instrumentov. Dneve, za katere ni na voljo podatkov smo izkljucˇili iz ana-
lize. Ocenili smo tudi dnevno pricˇakovano donosnost za posamezni instrument, ki jo
oznacˇimo z m, in variancˇno-kovariancˇno matriko dnevnih donosnosti V. Zahtevana
pricˇakovana dnevna donosnost v pogoju (16) je dolocˇena v viˇsini R = 0,0003. Zatem
smo za vsak nacˇin vzorcˇenja izracˇunali rezultate minimizacije portfelja, kjer smo v
odvisnosti od razlicˇnih stopenj zaupanja β ∈ (0, 1) in velikost vzorcev s pomocˇjo
funkcije izvedli deset ponovitev za vsako mozˇnost in izracˇunali povprecˇne vrednosti
v teh ponovitvah. Podobno smo izracˇunali tudi cˇasovno zahtevnost v odvisnosti od
stopnje zaupanja β ∈ (0, 1) in velikosti vzorca.
Tabele 7, 8 in 9 prikazujejo pricˇakovano dnevno donosnost izbranih financˇnih in-
strumentov, njihovo variancˇno-kovariancˇno matriko dnevnih donosnosti in korelacij-
sko matriko dnevnih donosnosti, kjer so prikazane vrednosti ocenjene iz zgodovinskih
podatkov.
Tabela 7. Pricˇakovane dnevne donosnosti izbranih financˇnih instrumentov
Financˇni instrument Pricˇakovana donosnost
Nemsˇka obveznica −0,00021473
Delnica (Shell) 0,00054603
STOXX Europe 600 0,00045037
Tabela 8. Variancˇno-kovariancˇna matrika dnevnih donosnosti izbra-
nih financˇnih instrumentov
Nemsˇka
obveznica
Delnica (Shell) STOXX Europe
600
Nemsˇka obveznica 0,00001215 −0,00000622 −0,00000198
Delnica (Shell) −0,00000622 0,00015124 0,00002721
STOXX Europe 600 −0,00000198 0,00002721 0,00003674
V tabeli 7 opazimo negativno dnevno donosnost na 10-letno nemsˇko drzˇavno ob-
veznico. Tukaj je potrebno poudariti, da v tem delu diplomskega seminarja velja
predpostavka o dnevnem trgovanju z investitorjevim portfeljem, kar pomeni, da
investitor ne drzˇi svojega portfelja daljˇse obdobje, saj ga ne zanimajo dolgorocˇni
donosi ampak doseganje donosov ob dnevnem trgovanju s svojim portfeljem (di-
namicˇno upravljanje portfelja). Ker je cena obveznice v obdobju med 1.8.2016 in
1.8.2017 padala, se to izrazi kot negativna donosnost.
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Tabela 9. Korelacijska matrika dnevnih donosnosti izbranih fi-
nancˇnih instrumentov
Nemsˇka
obveznica
Delnica (Shell) STOXX Europe
600
Nemsˇka obveznica 1,00000000 −0,14514480 −0,09365772
Delnica (Shell) −0,14514480 1,00000000 0,36494380
STOXX Europe 600 −0,09365772 0,36494380 1,00000000
Rezultati vzorcˇenja s pristopom bootstrap so prikazani v tabeli 10. Tukaj mi-
nimiziramo funkcijo Fβ(x, α) glede na vse (x, α) ∈ X × R. Integral v tej funkciji
aproksimiramo tako, da izvedemo vzorcˇenje vektorja donosnosti y iz zgodovinskih
podatkov, ki smo jih pridobili. S pomocˇjo vzorcˇenja je nato dobljena aproksimacij-
ska funkcija F β(x, α) kot v (18). Minimizacijo te funkcije glede na vse (x, α) ∈ X×R
smo izvedli s pomocˇjo linearnega programiranja.
Tabela 10. Optimalni portfelj x∗, vrednosti VaR in CVaR pristopa
minimizacije CVaR-a portfelja z uporabo pristopa bootstrap
β velikost
vzorca
Nemsˇka
obve-
znica
Delnica
(Shell)
STOXX
Europe
600
VaR CVaR cˇas v se-
kundah
0,9 100 0,639695 0,082073 0,278231 0,003431 0,005402 0,03
0,9 300 0,333694 0,146332 0,519974 0,005250 0,007562 0,20
0,9 500 0,292113 0,115335 0,592553 0,005412 0,007744 0,42
0,9 1000 0,263850 0,197060 0,539090 0,005827 0,008606 1,58
0,9 2000 0,248467 0,076717 0,674815 0,005343 0,007569 7,21
0,95 100 0,485373 0,095959 0,418668 0,005588 0,007645 0,05
0,95 300 0,393647 0,064824 0,541529 0,006408 0,008226 0,16
0,95 500 0,405440 0,096169 0,498392 0,005950 0,008014 0,51
0,95 1000 0,304087 0,094941 0,600973 0,006435 0,008651 1,81
0,95 2000 0,298734 0,072015 0,629251 0,006694 0,008615 5,96
0,99 100 0,513672 0,224124 0,262203 0,010076 0,010076 0,04
0,99 300 0,284986 0,160703 0,554310 0,011011 0,011876 0,15
0,99 500 0,284472 0,072103 0,643426 0,010640 0,011401 0,53
0,99 1000 0,295722 0,182947 0,521332 0,011356 0,012705 1,49
0,99 2000 0,230398 0,093024 0,676579 0,010901 0,011642 6,92
Nadaljevali smo s simulacijo Monte Carlo. Podatki so prikazani v tabeli 11. Tu-
kaj minimiziramo funkcijo Fβ(x, α) glede na vse (x, α) ∈ X × R. Integral v tej
funkciji smo aproksimirali tako, da smo izvedli vzorcˇenje vektorja donosnosti y iz
vecˇrazsezˇne normalne porazdelitve N(m,V), tako kot je to prikazano v (14). S
pomocˇjo vzorcˇenja je nato dobljena aproksimacijska funkcija F β(x, α) kot v (18).
Minimizacijo te funkcije glede na vse (x, α) ∈ X × R smo izvedli s pomocˇjo linear-
nega programiranja.
Rezultati v tabelah 10 in 11 pokazˇejo, da je delezˇ delnice pri obeh pristopih mi-
nimizacije CVaR-a portfelja izredno majhen, kljub temu, da ima delnica najvecˇjo
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Tabela 11. Optimalni portfelj x∗, vrednosti VaR in CVaR pristopa
minimizacije CVaR-a portfelja z uporabo psevdoslucˇajnih sˇtevil
β velikost
vzorca
Nemsˇka
obve-
znica
Delnica
(Shell)
STOXX
Europe
600
VaR CVaR cˇas v se-
kundah
0,9 100 0,234975 0,061828 0,703197 0,005495 0,008095 0,01
0,9 300 0,239116 0,090621 0,670263 0,005528 0,007626 0,04
0,9 500 0,239582 0,093857 0,666561 0,007740 0,009200 0,09
0,9 1000 0,238616 0,087144 0,674239 0,005587 0,007736 0,31
0,9 2000 0,239701 0,094683 0,665616 0,005591 0,007671 1,92
0,95 100 0,235561 0,065901 0,698538 0,006983 0,008912 0,01
0,95 300 0,239337 0,092153 0,668510 0,007152 0,008681 0,04
0,95 500 0,238675 0,087550 0,673775 0,007183 0,009087 0,11
0,95 1000 0,238744 0,088035 0,673221 0,007233 0,009188 0,26
0,95 2000 0,238707 0,087772 0,673521 0,007239 0,009092 1,23
0,99 100 0,251741 0,178394 0,569865 0,010123 0,010123 0,01
0,99 300 0,235960 0,068673 0,695367 0,010778 0,011703 0,03
0,99 500 0,233749 0,053306 0,712944 0,010507 0,011609 0,07
0,99 1000 0,236841 0,074802 0,688357 0,010481 0,011783 0,20
0,99 2000 0,239107 0,090556 0,670337 0,010391 0,011857 1,27
pricˇakovano dnevno donosnost. To je posledica veliko vecˇje variance dnevnih do-
nosnosti delnice, saj je le-ta nekajkrat vecˇja od varianc drugih dveh financˇnih in-
strumentov. Opazimo tudi, da je delezˇ obveznice pri obeh pristopih minimizacije
CVaR-a portfelja dokaj velik, cˇeprav ima le-ta negativno pricˇakovano dnevno do-
nosnost. Razlaga tega se seveda skriva v negativni korelaciji z drugima financˇnima
instrumentoma. Tukaj moramo opozoriti, da je pomembna izbira viˇsine pricˇakovane
dnevne donosnosti portfelja, saj le-ta vpliva na velikost pozicij v bolj tveganih fi-
nancˇnih instrumentih.
Iz rezultatov opazimo, da vzorcˇenje s pristopom bootstrap v tabeli 10 na majhnih
vzorcih deluje zelo neucˇinkovito, vendar se z vecˇanjem velikosti vzorca, kar povecˇa
cˇasovno zahtevnost, pocˇasi priblizˇuje ocenam iz vzorcˇenja s pomocˇjo Monte Carlo
simulacije.
6. Zakljucˇek
V delu diplomskega seminarja z naslovom Pogojna tvegana vrednost in optimi-
zacija portfeljev, smo predstavili pristop optimizacije portfeljev na podlagi minimi-
zacije mere tveganja portfelja CVaR. Pokazali smo, da se minimizacija omenjenega
pristopa prevede na minimizacijo konveksne zvezno odvedljive funkcije, na podlagi
katere dobimo pripadajocˇe vrednosti VaR in CVaR portfelja. V konkretni uporabi,
uporabimo eno izmed tehnik vzorcˇenja in tako prevedemo problem na resˇevanje s
pomocˇjo linearnega programiranja.
V delu diplomskega seminarja je predstavljenih tudi vecˇ konkretnih primerov, in
sicer na ameriˇskih podatkih, kjer pokazˇemo ustreznost tehnike optimizacije portfe-
lja, saj primerjamo omenjeni pristop s pristopom minimizacije variance. Nato pa sˇe
sledi optimizacija na evropskih podatkih, ki so dokaj primerljivi z ameriˇskimi.
24
Optimizacija portfelja, z minimizacijo CVaR-a portfelja se izkazˇe za zelo uporabno
in konsistentno tehniko optimizacije, saj je zapis linearnega programa dokaj nezah-
teven problem, tudi za vecˇje sˇtevilo financˇnih instrumentov, obenem pa velja, da ima
mera CVaR zadovoljive matematicˇne lastnosti, ki bi jih pricˇakovali od mer tveganja.
Slovar strokovnih izrazov
portfolio optimization - optimizacija portfelja
risk management - upravljanje s tveganji
risk measure - mera tveganja
coherent risk measure - koherentna mera tveganja
Value at Risk - tvegana vrednost
Conditional Value at Risk - pogojna tvegana vrednost
Expected Shortfall - pricˇakovani primanjkljaj
Average Value at Risk - povprecˇna tvegana vrednost
Expected Tail Loss - pricˇakovana izguba repa
linear programming - linearno programiranje
convex programming - konveksno programiranje
Monte Carlo simulation - simulacija Monte Carlo
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